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Introduction
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Source de cet exposé

Cet exposé est basé sur la référence suivante :
Principles for Choice of Design and Balanced Sampling, Y. Tillé and
M. W., Statistical Science, 2017.

M. Wilhelm Principes pour le choix du plan de sondage et équilibrage 4 /23



Plan de sondage

On considére une population de N unités, U = {1,..., N}. Un plan
d’échantillonnage (sans remise) p(.) est une distribution de
probabilité définie sur I'ensemble des parties de U,

p(s) >0, s C U, such that Y p(s) = 1.

sCU

On note S I'échantillon aléatoire, de sorte que Pr(S = s) = p(s), et
n désigne la taille d'échantillon.
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Probabilités d'inclusion

La probabilité d'inclusion d'un individu k est la probabilité qu'il a
d'appartenir a I'échantillon, c’est-a-dire

me=Pr(k € S) =) p(s)
s>k
La probabilité d'inclusion d'individus k et ¢ est la probabilité qu’il ont
d’'appartenir a I'échantillon simultanément, c’est-a-dire
Tke = Tk — Pr(k and / € 5) = Z p(S)
sSkl

Selon cette définition, on a my = 7.
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|'estimateur de Horvitz-Thompson

L'estimateur de (Narain-) Horvitz-Thompson (Narain (1951), Horvitz
and Thompson (1952) est défini comme

T = —,
kes Tk

et est non-biaisé pour le total sur la population

T = sz,

keU

sous réserve que m, > 0, k € U.
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Variance de |'estimateur de Horvitz-Thompson

Soit
A,, — Ty — TKTyp Ifk?ég,
kb= 7Tk(1—7'('k) Iszf,

Alors la variance de |'estimateur de Horvitz-Thompson estimator est
donnée par

= ZkcZp
var (T) = Z Z —Akg,

keU teu TkTe

et peut étre estimée de maniére non-biaisée par
__ /= Zkzp Dy
var (T) =y >y ——,

keS tes TkTe Tke

sous réserve que Ty >0, k #£ L € U.
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Principes pour le choix du plan de
sondage et équilibrage
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Trois principes

Nous suggérons d'étre particulierement attentifs aux trois aspects
suivants pour construire un plan de sondage :

@ Le principe de randomisation ;
@ Le principe de surreprésentation ;
@ Le principe de restriction.
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Randomisation

Cela consiste a maximiser |'entropie (Hajek, 1981) du plan de
sondage, en tenant compte des diverses contraintes imposées
(stratification, taille fixe, etc...).

Maximiser |I'entropie est bénéfique pour les raisons suivantes :

@ Convergence (plus rapide) des estimateurs vers leur distribution
asymptotique normale (Berger, 1998a, 1998b) ,

@ Approximation simplifiée de la variance estimator pour les plans
a grande entropie (Brewer and Donadio, 2003).
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Surreprésentation

L’idée fort répandue selon laquelle un “bon"” échantillon est un
échantillon a petite échelle de la population est erronée.
Au contraire,

@ Le choix des unités vise a réduire l'incertitude
= il faut donc surreprésenter les individus qui contribuent le
plus a I'erreur quadratique moyenne de |'estimateur.

Utilisation de modeéle pour le choix des probabilités d'inclusions dans
le cadre du paradigme "assisté par le modeéle" (Sarndal et al., 1992) .
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Restriction et...

Il s'agit de limiter le support Q du plan (I'ensemble des échantillons
avec une probabilité positive d'étre sélectionné) aux échantillons
“raisonnables”.

o |l s'agit par exemple d'éviter que la taille d'échantillon soit trop
petite dans certain petits domaines d'intérét.

o |l s'agit par exemple d'assurer que I'échantillon est cohérent avec
I'information auxiliaire que I'on possede.
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... échantillonnage équilibré

Par définition, un échantillonnage équilibré satisfait

ﬂ:Z:Xk7

kes Tk keU

pour tout S € Q et ol X, est un vecteur de variables auxiliaires pour
I'individu k.

L'échantillonnage équilibré traduit donc en quelque sorte ce que
“échantillon cohérent avec I'information auxiliaire” signifie.
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Un modele simple

Supposons que la variable d’intérét z satisfait le modele suivant xy :

Zk ZXZ,@-FE/(, (1)

A

ol
® Xk = (Xk1,--+,-..,Xkp)  €st un vecteur de p variables auxiliaires,

@ (3 est le vecteur des coefficients de régression,

o £ " (0,02).
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Variance aniticipée

La variance anticipée de cet estimateur est donnée par

AVar(Z) = BE,Em(Z — 2)?
2

T
2
= (Z—— Xk) ,8 +Z 1—7Tk
keU

kes Tk keU Tk
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Minimisation de la variance anticipée

T 12

° b, ZB—ZXk B

kes Tk keu

est nulle si I'échantillon est parfaitement équilibré.
i
(] Z(l — 7Tk)—
keu Tk
est minimisée si m, x o, Vk € U.

A priori, il n'existe pas de solution générale au fait de maximiser
I'entropie sous des contraintes d'équilibrage et de probabilités
d'inclusion.
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Et en incluant de |I'autocorrélation

Un modéle un tout petit peu plus général est donné par

Zy :XZ,B-F{-I;(, (2)

A

ou
° x, = (x )" est teur d iabl iliai
k = (Xk1y--.,.-.,Xkp) est un vecteur de p variables auxiliaires,

@ [ est le vecteur des coefficients de régression,
o £ " (0,02).
et ou
[Zlke = (1 = 6ue)Oeoicor + Sieo,

Oxe étant le symbole de Kronecker.
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Variance anticipée avec de la corrélation

Sous le modele (2), a variance anticipée s'écrit comme

AVar(Z

Z

keu Tk

)
(kes Tk

keS Tk

Yy

keUer

.
Uko'l‘gké
x| B| + Z Z The — TkTg)
keU keU teU TKTe
S
— D X
keU
Ok0Oy¢
—7Tk49ke - C

t+k
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Minimisation de la variance aniticipée

Supposons que 6, est une fonction décroissante de la distance entre
les individus k et ¢ et que nous voulions minimiser la quantité

suivante par rapport aux probabilités d'inclusion {7}, sous une
contrainte d’'espérance de taille n.

En particulier, on checher a minimiser

AVar(2)
T 72
OO0y
O(Ep Z ZXk ,3 +Z_+ZZ_7TMHW'
kes Tk keu keu ™ keu ey Tkt
0k
M. Wilhelm
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Quelques pistes pour |'optimisation

On remarque que
T 12
X C e e T
o E, (> — - > xk| B| est minimisé si p est équilibré sur
kes "k keu
les variables x,

2
o C e
) E ~k est minimisé si Tk X O,
keu Tk
OK0y L e
° E —— T = cg E TreBre est réduit si deux individus
tey Tk ey
£k i+k

proches ont une probabilité faible d'étre échantillonnés
simultanément = Répulsion.

(Grafstrom et Tillé, 2013)
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Quelques remarques

o L'équilibrage réduit la variance de n'importe quel modele linéaire.

@ La répulsion est intéressante s'il existe de |'autocorrélation dans
la population (liée a la distance).

@ La répulsion reste intéressante méme en |'absence d'information
auxiliaire.

@ La répulsion diminue I'entropie de maniére générale. On pourrait
envisager de maximiser |'entropie sous des contraintes de type
0 < dp < e < 01 pour tous les couples k, ¢ tels que
|k — || < db, avec d; suffisamment petit ?
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Conclusion

@ Nous avons donc rappelé certains aspects importants dans le
choix d'un plan de sondage.

@ Nous avons explicité certains principes et justifié leur application.

@ Nous avons montré comment implémenter ces principes en
utilisant une approche basée sur le plan.
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